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R: CAMPO ORDENADO

1. R: Estructura de Campo

1.1. Axiomas de Campo

El conjunto de los nimeros reales R resulta ser la unién de los ntimeros
racionales Q con los irracionales I. Para cada para de nimeros reales x,y se
definen las operaciones binarias de suma: z + y, y multiplicaciéon: x - y. Dicho
par de operaciones satisfacen los 6 Aziomas de Campo, esto es,

AXIOMA 1: PROPIEDAD CONMUTATIVA.

r+y = y+uw
x-y = y.x

AXIOMA 2: PROPIEDAD ASOCIATIVA.

(r+y)+z = 2+ (y+2)
(@-y)-z = x-(y-2)

AXIOMA 3: PROPIEDAD DISTRIBUTIVA.
r-(y+z2)=x-y+a-z

AXIOMA 4: EXISTENCIA DE ELEMENTOS NEUTROS.

r+0 =

rz-1 =



AXIOMA 5: EXISTENCIA DE INVERSO ADITIVO.
z+(—x)=0
AXIOMA 6: EXISTENCIA DE INVERSO MULTIPLICATIVO.
r-xt=12#0

1.2. Teoremas de Campo

Nota: de los axiomas anteriores se pueden deducir todas las leyes usuales
de la Aritmética con las que estd familiarizado el lector por sus estudios
de Algebra Elemental. Las mas importantes de ellas se recogen a contin-
uacion como teoremas. En todos estos teoremas las letras: a, b, ¢, d, represen-
tan nimeros reales cualesquiera.

Teorema 1. Ley de Simplificacién para la suma.

at+tb=a+c&sb=c

Teorema 2. Posibilidad de la sustraccion. Dados a y b existe uno y sélo
un z tal que a+x = b. Este x se designa por b — a. En particular, 0 —a
se escribe —a y se denomina el negativo de a.

Teorema 3. b —a = b+ (—a).
Teorema 4. —(—a) = a.

Teorema 5. a-(b—c¢)=a-b—a-c.
Teorema 6. 0-a=a-0=0.

Teorema 7. Ley de simplificaciéon para la multiplicacién. Sia-b=a-c
y a # 0, entonces b = c.

Teorema 8. Posibilidad de la divisién. Dados a y b, con a # 0, existe
uno y sélo x tal que a-x = b. El numero z se designa por b/a 6 g, y se
denomina cociente de b y a. En particular, 1/a se escribe también o~
y se denomina reciproco de a.

Teorema 9. Si a # 0, entonces, b/a =b-a~t.
Teorema 10. Si a # 0, entonces, (a=!)~! = a.

Teorema 11. Si a-b =0, entonces, a =06 b = 0.

Teorema 12. (—a)-b= —(a-b), (—a) - (=b) =a-b.



2. R: Campo Ordenado

2.1. Axiomas de Orden en R

Existe un subconjunto de R, denominado Conjunto de Numeros Reales
Positivos, y denotado por RT, que satisface las siguientes propiedades:

1. AXIOMA 1. LEY DE TRICOTOMIA. Para cada ntimero real a sélo
una de las siguientes proposiciones es verdadera:

g €RT
m g=20
» —a€RT

2. AXIOMA 2. LEY DE CLAUSURA PARA LA SUMA.
Sia,be R entonces a +b € RT.
3. AXIOMA 3. LEY DE CLAUSURA PARA EL PRODUCTO.

Sia,b e R" entonces a-b e R*.

2.2. Relacion de Orden en R

1. DEFINICION 1: el conjunto de los Numeros Reales Negativos se define
€como

R :={aeR|—ae R}

2. DEFINICION 2: sean a,b € R nimeros reales arbitrarios. Se dice que
a es menor que b, y se escribe a < b, ssi b —a € R*.

3. DEFINICION 3: sean a,b € R numeros reales arbitrarios. Se dice que
a es mayor que b, y se escribe a > b, ssi b < a.

4. La aplicacién de las definiciones anteriores permite aseverar que:

a<020—-—acRte —acR"acR,

0 sea,

R™={aeR:a<0}.



5. La aplicacion de las definiciones anteriores permite aseverar que:

a>0a—-0€R" ©acR",

O sea

Rt ={aeR:a>0}.
6. De los anteriores notamos que: R = RT UR™ U {0}.
7. Nota: las expresiones a < b, b > a, y otras similares, se denominan

Desigualdades.

2.3. Teoremas de Orden

1. Para cada par de ntimeros reales; a y b, es verdadera una y sélo una de
las siguientes proposiciones: a < b, a = b, 6, a > b.

2. Va,b,ceR:a<bANb<c=a<c

3. Va,b,ceR:a<b=a+c<b+ec

4. Ya,b,c,de R:a<bAhc<d=a+c<b+d.
5. Va,b,ceR:a<bANc>0= ac< bc.

6. Ya,b,ce R:a<bAc< 0= ac> bc.

Va,b,c,d e RT:a<bAc<d= ac<bd.

® N

VaeR:a#0=a?>0.

9. VacR:a>0=1>0.

Fuente: L. Tapia, M.Bustos, Texto de Algebra Uno, UTFSM, 1984.



