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1. Considere el problema de aproximar el valor de fol exp(—x?)dz a través

de fol pa(z)dz, en donde, py es el polinomio de Taylor de grado 4 de la
funcion f(x) = exp(—2?), construido en torno del origen, esto es,

- @ @ 0) , FB
pa(z) = f(0) + ! 1!(0):5 + ! 2!(0) 2 + / 3!(0) 3 + / 4!(0) z?.

El problema surge por la imposibilidad de expresar la antiderivada de la
funcion exp(—z?) en términos de funciones elementales. Se pide calcu-
lar ps y los errores absoluto y relativo porcentual de dicha aproximacién.
Recuerde que: exp(u) := e".

2. Considere la circunsferencia 2% + 4% = 1 y la parabola y = —22. Se pide
utilizar el método de Newton multivariado para aproximar las coordenadas
del punto de interseccion en el tercer cuadrante. Ejecute n = 1 iteracién a
partir de la aproximacion inicial zo = [—1, —1]’. Calcule la solucidn ezacta
del sistema dado, y el error absoluto de la aproximacion xy.

3. Considere el sistema con incégnita (u, v, w)

0o -1 4 U 3
-1 4 -1 v]| =12
4 -1 0 w 3

Se pide: (a) resolver via factorizacion A = LU 6 PA = LU, segin corres-
ponda, (b) resolver via Gauss-Seidel con zg = (4/5,4/5,4/5). Ejecute dos
iteraciones. Recuerde que para Gauss-Seidel

(D—-Cp)xpe1 = Cyxpn +b,n=0,1,2, ...

Obs.:
(i) No se permite el uso de celulares.
(ii) Sélo se permite el uso de calculadora.
(iii) Cada pregunta posee el mismo puntaje.
(iv) No se permite el uso de formulario.



Pauta Prueba 1

1. Derivando f, y evaluando en z = 0, se obtiene que f((0) =0, f*(0) =
-2, f@(0) =0,y f*(0) =12, con lo cual,

FO0) 4, SO0 o OO 5 FO0) 4ot

pa(@) = F(0)+ 2 30 a1 2

Por lo tanto,

1 1 4
/ pa(z)da = / 1-2%+ %)dm — 23/30 = 0, 76.
0 0

El Error Absoluto estd dado por
1 1
\/ f(z)dx — / pa(x)dz| = 10,746824 — 0,766666| = 0,019842,
0 0

y el Error Relativo Porcentual

0,019842

| 0,746824

|- 100 % = 2,65 %.

2. Para este sistema fi(z,y) = 22 +y? — 1, fa(z,y) = y + 22, F(z,y) =
[fi(z,y), oz, y)] v

_ flm fly _ 2z 2y
La sucesién P11 = P, + AP, queda definida por J(P,)-AP, = —F(P,),
con P, = [zn,yn], para n = 0,1,2... Como dato se sabe que Py =
[—1,—1]’, con lo cual se obtiene APy = [1/6,1/3]" luego de resolver el
sistema de la matriz jacobiana. El siguiente elemento de la sucesién es
Pr=Py+ APy =[-1,-1)4+[1/6,1/3) = [-5/6,—2/3]". Luego de resol-

ver el sistema de ecuaciones se obtiene que la solucién exacta ubicada en
el tercer cuadrante es

| _1—\/571—¢5
\/ 2 2

Para calcular el Error Absoluto se recurre a la norma euclideana o distan-
cia entre dos puntos:

E.A.=||P — Py|| = 0,067759.



3. Dado que la entrada (1,1) del sistema es nula se debe permutar con otra
fila, para lo cual es recomendable la fila 3 para que la matriz resultante sea
diagonal dominante. En lo que sigue se ejecuta la eliminacién gaussiana
sobre la matriz ampliada luego de permutar

0 -1 4 3

-1 4 -1 2|..P3

4 -1 0 3
4 -1 0 3
—1 4 -1 2|..Ep(1/4)..
0 -1 4 3

4 -1 0 3
0 15/4 —1 11/4|..Ey3(4/15)...
0 -1 4 3

4 -1 0 3
0 15/4 -1 11/4
0 0 56/15 56/15

Por lo tanto,

4 -1 0 1 0 0 00 1
U=1|0 154 -1 |,L=1|-1/4 1 o|,P=|0 1 0|, A=
0 0 56/15 0 —4/15 1 100

para las cuales se verifica P-A=L-U.

(a) Resolviendo el sistema via factorizacién se obtiene que la solucién del
sistema Lz = Pb esta dada por z = [3,11/4,56/15]’, con lo cual la solucién
del sistema Uz = z estd dada por z = [1,1,1]".

(b) Para efectos de la aplicacién del método de Gauss-Seidel se utilizan
las matrices:

0 0 O 01 0 4 0 0 4 -1 0
Cr=1|1 0 0f{,Cy=1|(0 0 1|,D=1]0 4 0|, A=]|-1 4 -1
010 0 0 0 0 0 4 0o -1 4

Denotando P, = [Zy,Yn, 2n)’, n = 0,1,2, ..., se obtiene a partir de (D —
Cr)Pnpy1 =CyP, +b, paran=0,1,2, ...

Toy1 = (1/4)(yn +3)
Ynt1 = (1/4)(Zng1 + 20 +2)
Znt1 = (1/4)(Ynt1 + 3).

Finalmente, iterando a partir de Py = [4/5,4/5,4/5]’ se obtiene que
Py = [19/20,15/16,63/64]" = [0,9500; 0,9375; 0,9843),

P, = [63/64,127/128,511/512]' = [0,9843;0,9921; 0,9980]".
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1. Un estudiante es portador del virus de la gripe y regresa a su aislado
campus de 1000 estudiantes. La razon de propagacion del virus es logisti-
ca, esto es, es proporcional al producto entre el nimero de estudiantes
infectados P y el nimero de no infectados. El modelo matematico para
determinar P, consiste en el PVI:

dpP
- = kP(1000 = P), P(0) = 1,
con k= — 5 In(ge5), v t > 0 medido en dias. Se pide:

(a) Demostrar que la Solucién Exacta del PVI estd dada por la funcién:

1000

P = T g99e-0 00t

(b) Aproximar P(1) via Euler con h = 1.

(¢) Aproximar P(1/2) via Taylor (orden 3) con h = 1/2.

(d) Aproximar P(1/4) via Runge-Kutta cldsico orden 4, con h = 1/4.
(e) Calcular error absoluto para los tres métodos anteriores. Comente.

2. Se sabe que una columna elastica sometida a una fuerza compresiva ex-
perimenta una deformacién o pandeo. Considere una columna vertical y
delgada de longitud L > 0 sujeta a una carga axial constante P, y fija con
bisagras en ambos extremos. El PVF (problema con valores en la frontera)
que modela la deflexién y(z), con 0 < z < L, de esta viga estd dado por

d?y _ _ _
EI@ + Py =0,y(0)=0,y(L) =0,

siendo E el médulo de Young, e I el momento de inercia. Se pide escribir

(s6lo esto) el sistema de ecuaciones lineales Az = b que surge de la apli-

cacién del método de diferencias finitas (MDF), centrado, y de orden 2,

utilizando una particién con h = L/4.



FORMULARIO HONESTO

1. Runge-Kutta Orden 4 Clésico:

ki + 2ko + 2ks + ky

Yit1 = i+ ( 5 )h
kv o= flxi,u)
ko = f(zi+h/2,y;+kih/2)
k4 = f(x7,+hayz+k3h)a

parai=0,1,2,3,.... M — 1.

2. Diferencias Finitas Centradas de Orden 2:

¢(2)(x) _ d(x+h) — 2‘@(233) + ¢(z — h) + O(hz).
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1. El Método de Euler Mejorado se define para n =0,1,2, ..., como

y;+1 = Un + h- f(mnayn)

f(xnv yn) + f(xn-‘rl’ y;ﬁz—i-l)
2 )

Yn+1 = Yn+ h-

esto es, se calcula y;, ,; en primer lugar, y luego se utiliza para calcular
Yn+1- Se pide obtener aproximaciones para y(1+ h) e y(1 + 2h), en donde
y es la funcidn solucién exacta de la edo 3y’ = 2zy, sujeta a y(1) = 1.
Se sugiere 1/20 como tamano de paso. Ademds, se pide calcular el error
relativo porcentual de la estimacion calculada para y(1 + 2h).

2. Para el problema anterior se pide: (i) escribir explicitamente la férmula
del método de Taylor de orden 4, y (ii) aplicarla para aproximar y(1+ h).

3. Se sabe que una columna eldstica sometida a una fuerza compresiva ex-
perimenta una deformacién o pandeo. Considere una columna vertical y
delgada de longitud L > 0 sujeta a una carga axial constante P, y fija con
bisagras en ambos extremos. El PVF (problema con valores en la frontera)
que modela la deflexién y(z), con 0 < z < L, de esta viga estd dado por

d*y
dz?

siendo F el médulo de Young, e I el momento de inercia. Se pide escribir

(s6lo esto) el sistema de ecuaciones lineales Az = b que surge de la apli-

cacién del método de diferencias finitas (MDF), centrado, y de orden 2,

utilizando una particién con h = L/4.
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1. Un balance de masa para un lago bien mezclado puede escribirse como:

V~%:I/[/—C,Q-c—lc~V'\/E7
con V = 10°(m3], Q = 105[m3/aio], W = 108[g/afio], k = 0,2[], y
c(0) = 4[g/m?]. Se pide:
(A) Ejecutar una iteracién del método de Newton para resolver la ecuacién
% = 0. Suponga que ¢ es una buena aproximacion de la solucién.
(B) Calcular una aproximacién de ¢(2/100) utilizando el método de Taylor
de orden 2, con tamafio de paso At = 1/100.

2. Ejecute una iteracién del método de Newton multivariado para resolver el
sistema de ecuaciones no lineales dado utilizando (xg, o, 2z0) = (=1, —2,1)
como aproximacion inicial:

B 4+2’y = z2-6
ef+e¥Y = z
v? = 4+ 22z

3. Considere una placa rectangular de plata de 6 por 5 centimetros, al interior
de la cual se genera calor de manera uniforme en cada uno de sus puntos
a una tasa de ¢ = 1,5[cal/cm? - s]. La temperatura en estado estable
u = u(x,y) satisface la ecuacion de Poisson

Ugy + Uyy = 7‘]/K7

para cada (z,y) € S =]0,6[x]0,5[, con K = 1,04[cal/cm - g - grados].
Ademas, las condiciones de frontera sobre 0.5 estdn dadas por

w(z,0) = z(6 —z),u(x,5) =0,0< 2 <6

u(0,y) =y(5—y),u(6,y) =0,0 <y <5.
Se pide platear el sistema de ecuaciones lineales que surge luego de aplicar

el método de diferencias finitas. Debe utilizar un esquema centrado y de
segundo orden. Utilizar como tamanos de paso:

h=Azx=2;k=Ay=5/3.



